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zwei untereinander sehr verschiedene Weise), da8 das Problem
der Reihenentwickelung der s aufgeldst ist, wenn
man irgend welche bez. D, @, & kennt.
Es ist auch interessant, zu beweisen (und ich habe es bewie-
sen), daB alle diese Formentripel etwas Gemeinsames haben.
Némlich die drei Glieder

$B,Q*+3B,2,Q,—3Ad, &,
welche in den Ausdruck von D eingehen, sind jedenfalls fest und
unveridnderlich. Dies zieht nach sich, daB (3s), _, immer eine ganze

Function wird, welches Tripel man auch fiir die D, Q, ® gewihlt
haben mag. Dies konnte vorausgesehen werden, es scheint aber
immer interessant eine directe Bestitigung zu haben.

Zur Theorie der algebraischen Gebilde.
(Dritte Note.) 1)
Von
David Hilbert aus Konigsberg in Pr.

(Vorgelegt von F. Klein.)

Die vorliegende Mitteilung ist eine Erginzung der beiden
unlingst unter dem gleichen Titel in diesen Nachrichten vertffent-
lichten Noten. Die simmtlichen in diesen beiden Noten abgeleiteten
Sétze iiber algebraische Gebilde beruhen wesentlich auf dem Theo-
reme I der ersten Note. Diesem Theoreme ldBt sich nun eine
noch allgemeinere Fassung geben, welche dasselbe auch fiir An-
wendungen auf zahlentheoretische Untersuchungen geeignet macht
und, wie folgt, lautet:

Theorem VI. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von
Formen F,, F, F, ... mit ganzzahligen Coefficienten und
von beliebigen Ordnungen in den # homogenen Verdnderlichen
Z,, %, ..., %, vorgelegt, so giebt es stets eine Zahl m von der
Art, daB eine jede Form jener Reihe sich in die Gestalt

F—=AF+4,F,+...+4,F,

bringen ldft, wo 4, 4,, . . ., A, geeignete ganzzahlige For-
men der nimlichen # Ver#inderlichen sind.

1) Vergl. diese Nachrichten 1888 S, 450 und 1889 8, 25.
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‘Wie man sieht, wird hier im Unterschiede zu der friiheren
Fassung des Theorems verlangt, daB in gleicher Weise wie die

gegebenen Formen F,, F,, I, . .. auch die bei der Darstellung
zu verwendenden Formen A4, 4,, ..., 4, Formen mit ganz-

zahligen Coefficienten sind. Zum Beweise des Theorems bedienen
wir uns der folgenden SchluBweise, welche mithin zugleich fiir
Theorem I einen neuen Beweis liefert.

Wir bezeichnen allgemein mit f, die von der Veriinderlichen
z, freien Glieder der Form F,; sind dann alle Formen der unend-
lichen Reihe £, f,, fs - . - identisch Null, so setzen wir

FO =F: (=123, ..)

im anderen Falle sei f, die erste von Null verschiedene Form der
Rethe £, f;, f3y + - ., ferner f{‘x die erste Form derselben Reihe,
welche nicht einem Produkte von der Gestalt a, f, gleich ist,
worin @, eine ganzzahlige Form der Verdnderlichen z, «,, . . .,
x,, bedeutet; f, sei die erste Form jener Reihe, welche sich nicht
in die Gestalt a f, + a,f, bringen ldBt, wo a, und b, wiederum
ganzzahlige Formen von #,, #,, ..., #,, sind und in (gieser Weise
fahren wir fort. Wire nun unser Theorem VI fiir den Fall von
n—1 homogenen Verédnderlichen bereits bewiesen und beachten
wir, daB in der gewonnenen Formenreihe f, fﬂ, fyp -« keine Form
durch lineare Combination aus den vorhergehenden Formen erhalten
werden kann, so folgt, dap diese Formenreihe notwendig im End-
lichen abbrechen muB. Es sei demgemil f, die letzte Form dieser
Reihe, so daB stets

fo= Ol g fot oot Oy = Ll nf) (6=1,2,3,..)

gesetzt werden kann ) WO Gogy Gy vy G ganzzahlige Formen
von &, &y . . ., &, sind. Bilden wir nun die Ausdriicke

F;l) — Fs—_ls(Fa’Fﬂ"”’Fl)’ ($=172a3;-.-)

so sind dies Formen der # Verdnderlichen z,, 2,, . . ., z,, von
denen jede die Verénderliche z, als Faktor enthdlt. Wir bezeich-
nen, allgemein mit 2,7 diejenigen Glieder der Form F®, welche
lediglich mit der ersten Potenz von z, multiplicirt sind und be-
trachten die Formen f®, £, f&® ... der »—1 Verinderlichen

Zy Ly o0 oy &,,. Verschwinden diese Formen sémmtlich, so setzen wir
F® = F®, (s=1,23,...).

Ist dagegen jede Form der Reihe /&, £, f&, ... eine lineare
Combination der Formen £, fﬁ, v o« o [ wie folgt
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fsm = a'le;fa-'- ag;f(}"_ e +a:1l)a;ls)fl = l(s‘)(fmf{gi v ';fz)y (S= 172) 31 -")

so setzen wir
@ ___ ) (1)
FP = FP—10@,F,2,F,.. . zF,).

a? 'n

In jedem anderen Falle sei f%, die erste nicht durch lineare

Combination aus 7, for v o f, hervorgehende Form der Reihe
O 0 R .., ferner sei fi, die erste Form dieser Reihe,
welche keiner linearen Combination der Formen £, f,, ... f;
1%, gleich ist und entsprechend [y, die erste nicht durch lineare
Combination von £, fy . . « f;) fuan fgo hervorgehende Form der
ndmlichen Reihe. Die so entstehende Formenreihe f,, for oo Fr
iy fg()m sws « « - bricht unter der vorhin gemachten Annahme
notwendig im Endlichen ab, und wenn fj;, die letzte Form der

Reihe bezeichnet, so finden wir stets

) N (¢ V] (1) (1) (1) —
f: _ lsl (fa’ f{?? e f}.’ alb)! f‘?(l)l MRS B A I¢ V) (S - 17 27 37 * ')
wo I’ eine lineare homogene Funktion jener Formen bedeutet,
deren Coefficienten selber ganzzahlige Formen der n—1 Variablen
Zy Zyy o o o %, , sind. Setzen wir daher

2 . 0 ___J (1) (1) 1)
F® = FO—1*@,F, 2,F, ..., 0,F, F3, FD, .., FY),

80 besitzen die so entstehenden Formen F® der » Verénderlichen
Ty Xy . . . x, sdmmtlich den Faktor 22. Wir bezeichnen dem-
gemil allgemein mit 2}/ diejenigen Glieder der Form F®, welche
lediglich mit der zweiten Potenz ‘der Veréinderlichen », multiplicirt
sind und betrachten die Formen f®,f®,f®, ... der »—1 Verénder-
lichen #,, 2, ... #,,. Sind diese Formen nicht sdmmtlich Null
beziehungsweise lineare Combinationen der Formen f,, for v+ o fa
s Fsan + « o Fian S0 bezeichne f% die erste nicht in dieser Weise
durch lineare Combination entstehende Form jener Reihe; des-
gleichen sei fé’(; die erste nicht durch f, for v oo o iy f}‘(’,,, Ceay
oy [ linear darstellbare Form in derselben Reihe. Das in dieser
Weise eingeleitete Verfahren muf wiederum nach einer endlichen
Anzahl von Wiederholungen abbrechen, vorausgesetzt, da® unser
Theorem VI fiir den Fall von #—1 Veridnderlichen richtig ist.
Bezeichnet demgemif fi5,, die letzte durch jenes Verfahren sich
ergebende Form, so wird stets

@ . J@ ) L) (1) L@ 0@ (2) —
fs' - ls (fa’fﬁ""’fz’ a1l gy e 9l awil gl gy re ol /s (3“"1:2737'--)

wo I eine lineare homogene Funktion bedeutet, deren Coefficien-
ten selber ganzzahlige Formen von z,, #,, . . . #,., sind. Setzen
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wir daher

3 [¢3] (2) 2 T(1)
F® = FP—1"(x, F , x;Fﬂ, vewy Fax Fo, o FO, ... a0 Fo

) g !
(2} (2) (2) —
Fa(w Fﬁ(?\? Y F],(?))’ (S - 17 21 3? .. ')

80 besitzen die so entstehenden Formen F® simmtlich den Faktor
2%, Wir bezeichnen wiederum allgemein mit 22/ diejenigen Glieder
der Form F®, welche mit keiner hoheren als der dritten Potenz
von z, multiplicirt sind und gelangen so zu einer Formenreihe
©WofE @, ..., welche in entsprechender Weise einer weiterer
Behandlung zu unterwerfen ist. Es ist klar, wie die fortgesetzte
Wiederholung des angegebenen Verfahrens zu der folgenden For-

menreihe fithrt
) (TL) (2] (1) (%) (1)
a(ﬂ)’ B(W)’ e f)\(ﬂ?)) fa(’l«” f (7)) ** ") )\(1)) sesy v

wom T, ... gewisse ganze positive Zahlen bedeuten und keine
der auftretenden Formen einer linearen Combination der vorher-
gehenden Formen gleich ist. In Folge des letzteren Umstandes
muB auch jene Reihe im Endlichen abbrechen, vorausgesetzt, dag unser
Theorem VI fiir den Fall von #—1 Verinderlichen richtig ist.
Wir bezeichnen die letzte Form jener Reihe mit £}, und zeigen

nun, daR jede Form in der urspriinglich vorgelegten Formenreihe

F, F, F, ... einer linearen Combination der Formen
€3] (7) (78) (T) () (1) (w) (@) ()
Fa(rz)l FB(’TI)? M F)\(W)’ Fa(‘l«')’ FB(T)? ¢ F)\(‘U? Fa((l))’ FB(U))? c F)\‘:’w)

,

gleich wird. Ist ndmlich F, irgend eine Form der urspriinglich
vorgelegten Formenreihe und » die Ordnung dieser Form in Bezug
auf die Verédnderlichen z,, z, . . . %, so betrachten wir die Glei-
chungen

F‘(rﬂ) — F‘(r) —-lf,'),

F:') = F'(r—l)_lir—l)’
'—'ln

e p

3

wo I, 1", . .., 1, lineare Combinationen der eben vorhin angegebenen
Formen sind. Da ferner die Form F*" die Ordnung » besitzt
und in Folge ihrer Bildungsweise durch z** teilbar ist, so ist sie
notwendig identisch gleich Null und aus den obigen Gleichungen
folgt, daB auch F, eine lineare Combination der vorhin angegebenen
Formen ist. Diese Formen ihrerseits sind aus den Formen

-
Fa(ﬂ)) Fp(ﬂ)’ n F;\(nn Iq(ﬂ) FB(?)’ v FA(T)’ 1en Fa(w)? Fg(wn cen F)\(w)
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durch lineare Combination entstanden und es ist daher offenbar
m = A eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem
VI verlangt. Das Theorem VI ist mithin fiir » Veréinderliche be-
wiesen, unter der Voraussetzung, dak dasselbe fiir # —1 Verinder-
liche gilt. Es ist nun leicht, sich von der Richtigkeit des Theo-
rems fiir den Fall eineyr Veriinderlichen zu iiberzeugen, da in
diesem Falle jede Form nur aus einem einzigen Gliede besteht
und demgemif auch die vorgelegte Formenreihe eine sehr einfache
Behandlung zulift.

Auf Grund des eben bewiesenen Theoremes liBt sich, wie in
der ersten Note gezeigt worden ist, der Nachweis fithren, daf die
Invarianten eines beliebigen Systems von Grundformen mit beliebig
vielen Verinderlichen jederzeit ganze und rationale Funktionen
einer endlichen Anzahl derselben sind. Fiir bindire Grundformen
a8t sich dieser Beweis in eine besonders einfache Fassung brin-
gen, wenn man sich des folgenden in der Inauguraldissertation?)
des Verfassers bewiesenen Satzes bedient:

Jede homogene und isobare Funktion der Coefficienten einer
bindren Form

a, 2" + G‘) T T+ 0,2
vom Grade g in den Coefficienten a, a,, ..., @, und vom Gewichte
p = %g_ geht nach Anwendung des Operationssymbols

AD | AD* AD?

[1=1—3rr+tomr—s@Er
DA DA DAY
=l—grr+9m@r—3m@Er
worin
I L9 3
D = aoa—a:-i- aa,-éa;*l- 3“,56;-]-...

d 6} 0
A= ”%5&;*‘ (”“‘1)%—(1:4- (”—2)%55;+ .

zu setzen ist, in eine Invariante jemer Grundform iiber.

Denken wir uns nun nach irgend einer Regel die Invarianten
der Grundform in eine unendliche Reihe 4, %, 4, . . . geordnet,
so lehrt Theorem VI, daB eine jede Invariante sich durch eine

1) Ueber die invarianten Eigenschaften spezieller binérer Formen, insbeson-
dere der Kugelfunktionen. Konigsberg i.Pr. 1885, sowie Mathematische Annalen
Bd. 30.

Nachrichten von der K. G, d. W. zu Gdttingen. 1889. Nr. 16 36
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endliche Zahl m derselben in der Gestalt
6= A+ A4 ..+ A,

ausdriicken 14Bt, wo 4, 4,, . . ., 4, ganze homogene Funktionen
der Coefficienten a,, a,, . . ., a, sind. Wir beachten ferner, daB
jede Invariante durch Anwendung der Symbole D und A identisch
zu Null gemacht wird und erhalten dann aus der obigen Gleichung

[i] = [Al il] + [A'a ie] +...+ [Amzm]

oder
i = [A])i +[4],+ ... +[4,]4,
= Jli1+ J;'é2+"‘+ Jm?:m’
wo J,, J,, ..., dJ, wiederum Invarianten der Grundform sind. In-

dem wir diese Invarianten derselben Behandlung unterwerfen, wie
vorhin die Invariante ¢, erhalten wir schlieBlich eine
ganze und rationale Darstellung der Invariante ¢ mit
Hilfe der m Invarianten 4, 4, ..., 7,
Dieselbe Schlufweise ist fiir ein System von beliebig vielen
bindiren Grundformen gestattet. Handelt es sich jedoch um For-
men mit mehr Verdnderlichen oder Verdnderlichenreihen, welche
theilweise verschiedenen linearen Transformationen unterliegen, so
ist das eingeschlagene Verfahren nicht anwendbar, weil bisher die-
jenigen Sidtze noch nicht bekannt sind, welche in der Invarianten-
theorie der Formen mit melr Verdnderlichen dem vorhin fiir das
bindire Formengebiet ausgesprochenen Satze entsprechen. Dagegen
filbrt das in der ersten Note auseinandergesetzte Verfahren auch
im Gebiete der Formen von beliebig vielen Verdnderlichen zu dem
gewiinschten Beweise der Endlichkeit des vollen Formensystems.
In den bisherigen Untersuchungen legten wir den von Cayley
eingefithrten Invariantenbegriff zu Grunde, indem wir lediglich
diejenigen ganzen homogenen Funktionen der Coefficienten der
Grundformen betrachteten, welche gegeniiber jeder beliebigen li-
nearen Transformation der Variablen die Invarianteneigenschaft
besitzen. Es hat jedoch seitdem der Begriff der Invariante eine
wesentliche Ausbildung und Erweiterung durch die Arbeiten von
F. Klein') und 8. Lie?) erfahren. Um zu diesem allgemeinen
Begriff der Invariante zu gelangen, wihlen wir eine bestimmte

1) Vergl. die Programmschrift: »Vergleichende Betrachtungen iiber neuere
geometrische Forschungen.« Erlangen 1872,

2) Vergl. die Vorrede des Werkes: »Theorie der Transformationsgruppen.«
Leipzig 1888,
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Untergruppe der allgemeinen Gruppe der linearen Transformationen
aus und betrachten diejenigen ganzen homogenen Funktionen der
Coefficienten der Grundformen, denen nur mit Riicksicht auf die
Substitutionen der gewihlten Untergruppe die Invarianteneigen-
schaft zukommt. Es entstebt nun die Frage, ob unsere friitheren
Entwickelungen auch auf diese Invarianten sich iibertragen lassen
und insbesondere zum Nachweis der Existenz eines endlichen Inva-
riantensystems ausreichend sind. Denn obwohl unter den einer be-
stimmten Untergruppe zugehdrigen Invarianten offenbar alle Inva-
rianten im fritheren Sinne enthalten sind, so folgt doch aus unseren
bisherigen S#tzen iiber die Endlichkeit der vollen Invariantensysteme
noch nicht, daR auch unter den Invarianten im erweiterten Sinne
sich jederzeit eine endliche Zahl auswihlen 1d8t, durch welche
jede andere Invariante der ndmlichen Art ganz und rational aus-
gedriickt werden kann. Es zeigt sich nun in der That, daf un-
sere Schlufweise sich auf gewisse und zwar besonders interessante
Substitutionengruppen ohne Schwierigkeit fibertragen l48t. Sind
ndamlich die unsere Substitutionengruppe bestimmenden Substitu-
tionscoefficienten ganze und rationale Funktionen einer beschrink-
ten Anzahl von Parametern, so kann der Umstand eintreten, daB
durch Zusammensetzung zweier beliebigen Substitutionen der Gruppe
eine Substitution entsteht, deren Parameter bilineare Funktionen
der Parameter der beiden urspriinglich ausgewihlten Substitutio-
nen sind und daR es zugleich einen DifferentiationsproceB giebt,
welcher sich in entsprechender Weise zur Erzeugung der zur vor-
gelegten Gruppe gehorigen Invarianten verwenden ldRt, wie der
Differentiationsproces A?') im Falle der zur allgemeinen linearen
Gruppe gehorigen Invarianten. Fiir solche Substitutionengruppen
ergiebt sich stets durch unser SchluBverfahren die Endlichkeit
des zur Gruppe gehdrigen Invariantensystems. Als
Beispiel diene die Gruppe aller eine bestimmte quadratische quater-
niire Form in sich iiberfithrenden linearen Substitutionen, sowie die
Gruppe derjenigen linearen Substitutionen im Raume, bei denen
eine bestimmte Raumcurve dritter Ordnung ungeéndert bleibt.

Im Vorstehenden haben wir den bereits in Theorem I und II
der ersten Note dargelegten und in Theorem VI von neuem zum
Ausdruck gebrachten Gesichtspunkt fiir die Theorie der algebrai-
schen Invarianten verwerthet. In der zweiten Note ist gezeigt
worden, daR jenes Princip nicht ausschlieflich auf invariantentheo-
retische Anwendungen beschrinkt ist, sondern ebensosehr in der

1) Vergl. S.453 in der ersten Note: »Zur Theorie der algebraischen Gebildes.
36*
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Theorie der Modulsysteme sich als fruchtbar erweist. Bei diesen
allgemeineren Untersuchungen dient nothwendigerweise das Theo-
rem V der zweiten Note als Grundlage.

Ist ein beliebiges Modulsystem (M,, M,, ..., M,) vorgelegt, wo
M,M,..., M, homogene Formen der » Verdnderlichen bedeuten
und bezeichnen wir allgemein mit ¢; die Zahl aller derjenigen
Formen von der Ordnung &, aus denen sich in linearer Weise mit
Hiilfe constanter Multiplikatoren keine nach dem Modulsystem
(M, M, ...,M,) der Null congruente Form der némlichen Ordnung
¢ zusammensetzen 148t, so ist die unendliche Zahlenreihe ¢, ¢,, ¢,, . ..
von einem gewissen Elemente an eine arithmetische Reihe von der
Ordnung v, wo v eine dem Modulsystem charakteristische Constante
bezeichnet. Es folgt diese Thatsache aus dem Umstande, daB gemid
der Bedeutung der in der zweiten Note eingefiihrten charakteristi-
schen Funktion y (§) eines Modulsystems fiir geniigend groBe Werthe
von £ jederzeit

¢, = x(®)

wird. Rechnen wir nun alle diejenigen Modulsysteme, fiir welche
jene Zahlenreihen elementweise genau iibereinstimmen, zu der
nédmlichen Klasse, so gilt fiir Modulsysteme mit zwei homogenen
Verdnderlichen z,, #, der folgende Satz, dessen Beweis auf den
in der zweiten Note mit Hiilfe des Theorems V gewonnenen Re-
sultaten beruht:

Wenn zwei bindre Modulsysteme der ndmlichen
Klasse angehtren, so kann man stets von dem einen
Modulsystem durch continuirliche Aenderung der
Coefficienten der dasselbe bestimmenden Formen zu
dem anderen Modulsysteme gelangen, so daB die
Klasse der bei dem Uebergange entstehenden Modul-
systeme fortdauernd dieselbe bleibt.

Dieser Satz enthilt offenbar den Kern fiir eine auf Grund
der dargelegten Principien zu entwickelnden Theorie der biniren
Modulsysteme.

Konigsberg, den 30. Juni 1889.
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“schen Functionen das Theorem aus Bd.19 fiir den Fall hyperelliptischer Gebilde

mit reellen Verzweigungspuncten direct begriinden kann: ich will eben heute dar-
tiber vortragen und bald publiciren.* Ich schreibe dies wesentlich, um Sie zu be-
stimmen, wenn Sie im.Herbst doch nach Bremen gehen auf l.‘ingere Tage auch
nach Géttingen zu kommen. In der That hoffe ich bis dahin in einem allgemeinen
die lin. Diff. glch. 2. Ordnung und ihre Realititstheoreme durchziehenden Gedan-
kengange so weit vorgeschritten zu sein, dass ich mir nicht nur von Ihnen erzihlen

_zu lassen brauche sondern auch einige Anrégung von mir aus dazu fiigen kann. Ich
schrieb vor ca. 14Tagen an Hurwitz wegen analoger Zusammenkunft in den

Ostex'ferien. Hat er doch meinen Brief bekommen? Ich wiirde gern recht bald be-
stimmte Vorschlige hieriiber von seiner Seite haben. Beste Griisse von Threm

F.Klein.
Es freut mich dass Eberhard sich zuginglich erweist. |

1 Vgl. Brief 53, Anm. 1.
2 Vgl. Brief 33, Anm.2 und Brief 55, Anm. 1.

3 Vgl. Brief 1, Anm. 11.
4 Vgl ,Zur Theorie der allgememen Lameschen Funktionen® in [Kl], Bd.2, Nr. LXIvV.

55 Hilbert an Klein
Konigsberg d. 3.3.1890.

Hochgeehrter Herr Professor.

Ueber Ihren freundlichen Brief habe ich mich sehr gefreut.

* Meine Bemerkung iiber die Fliche 4** Ordnung stimmt in der That genau mit
dem von Thnen in Annalen 18 erhaltenen Resultate iiberein. Nur ist' meine Con-
struktion solcher Flichen etwas von der Ihrigen abweichend.?

Was Ihren Vorschlag anbetrxfft, im Herbst nach Géttingen zu kommen, so bln

“ich sebr gern dabei. Ich werde mir dann ein Rundreisebillet iiber Bremen und von

da nach Géttingen (vielleicht auch Marburg) zusammenstellen und Ihnen zur Zeit
das Nihere schreiben. Jedenfalls mochte ich erst nach dem Besuche der Bremer
Versammlung zu Thnen kommen; was hoffentlich auch Ihnen recht ist.

+ Hurwitz ldsst Sie grussen und wird in den nichsten Tagen vor seiner Abreise
nach Hildesheim noch einmal an Sie schreiben. Ich erhielt von ihm den Brlef von
Herin Professor Gordan itber meine Arbeit.? :

Das in diesem Briefe ausgesprochene Urteil erscheint mir als ein aussergewéhn-
lich hartes.* Herr Professor Gordan erklirt mit der Arbeit — also doch iiberhaupt
mit der ganzen Arbeit — ,sehr unzufrieden” zu sein und spricht einen Vorwurf nur.

63



gegen einen ganz besonderen Theil derselben, nimlich gegen die Fassung (?) oder
Art des ersten Beweises meines Theorems I aus. , »

Was nun dieses Theorem I anbetrifft, so habe ich dasselbe vor 1!/, Jahren zuerst
gefunden und bewiesen. Der Beweis wurde in den Gottinger Nachrichten® publi-
cirt. Seitdem habe ich mit mehreren Mathematikern tiber diesen Satz und seinen
Beweis mich miindlich unterhalten und mit einigen (Cayley und Netto) correspon-
dirt. Stets habe ich es hierbei im Auge gehabt, Erfahrungen zu sammeln dariiber,

welche Punkte dem Horer oder Leser die meisten Schwierigkeiten verursachen.

Diese Erfahrungen habe ich insbesondere zu verwerten gesucht, als ich meinen
Zuhérern im Colleg gegen Mitte dieses Semesters den Beweis vortrug. Auch habe
ich mich durch personliche' Riicksprache mit einem meiner Zuhdrer davon iiber-
zeugt, dass der Beweis verstanden worden ist. Auf diese Weise kam der Bewelis in
die Gestalt, welche ich in meiner Arbeit dargelegt habe und welche mir dem ur-
spriinglich in den Géttinger Nachrichten versffentlichten Beweise gegeniiber als
ein nicht unerheblicher Fortschritt erscheint. Die Auseinandersetzung dieser Ent-
stehungsgeschichte soll dazu dienen, um die eire - so zu sagen — personliche Seite
des von Herrn Professor Gordan erhobenen Vorwurfes als ungerechtfertigt zu-
riickzuweisen: nimlich den Vorwurf, als hitte ich es ,verschmiht, die Gedanken
nach formalen Regeln auseinanderzulegen®, und als hitte ich mich damit begniigt,
wenn nur niemand meinem Beweise ,widerspriche®. Im Gegenteil gerade auf die
Auseinanderlegung der einzeln Schritte im Beweise habe ich die grosste mir mogli-
che Sorgfalt verwandt. Uebrigens habe ich niemals tiber diesen Beweis mit Herrn
Professor Gordan gesprochen — denn derselbe ist, wie gesagt, in der vorliegenden
Gestalt erst wihrend dieses Semesters entstanden. Wihrend meiner Zusammen-
kunft mit Herrn Professor Gordan in Leipzig war, soweit ich mich erinnere, nur
von dem Beweise des Theorems II (in Abschnitt II) die Rede.

Ich komme nun auf die sachliche Seite des von Herrn Professor Gordan ausge-
sprochenen Tadels und finde da, dass Herr Professor Gordan lediglich eine Reihe
sehr beherzigenswerter, aber ganz allgemein gehaltener Regeln fiir die Abfassung
mathematischer Arbeiten erortert und da, wo ich einen Ansatz zu einer Specialisi-
rung des Tadels zu entdecken hoffte — nimlich an der Stelle, wo Herr Professor
Gordan jedes Einteilungsprincip vermisst“ — hért fiir mich die Auseinanderset-
zung des Herrn Professor Gordan auf, verstindlich zu sein. Wenn es Herrn Pro-
fessor Gordan gelingt, auf Grund einer ,Einteilung aller Formen® und eines
Schlusses von ,einfacheren auf verwickeltere Formen® mein Theorem I zu bewei-
sen, so ist dies eben ein anderer Beweis und ich werde mich freuen, wenn derselbe
-einfacher ist als der mefne - vorausgesetzt, dass dabei doch Jeder einzelne Schluss
ebenso zwingend und kurzgeziumt ist, wie bei meinem Beweise.

Im Uebrigen moge der verklagte Beweis selber sein eigener Rechtsanwalt sein
und ich personlich tréste mich damit, dass fiir einen Sterblichen es iiberhaupt ein
unméglich Ding ist, die Worte so zu setzen, dass auch nicht ein Tipfelchen daran
gerithrt werden kann. :

So gerne ich auch sonst jeden Rat mit Freuden und ohne jede Empfindlichkeit

- annehme, — in diesem Falle bin ich nicht in der Lage, irgend etwas abzuindern
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Schwierigkeiten verursachen.

oder zuriickzunehmen und das ist bei dieser Arbeit — in aller Bescheidenheit gesagt
— mein letztes Wort, solange nicht ein bestimmter und unwiderleglicher Einwand
gegen meine Schlussweise erhoben wird. Mit ergebenstem Grusse

hochachtungsvoll
- David Hilbert.

P.S. Beiliegend folgt der Brief von Herrn meessér Gordan. ,QM

! Vgl. Brief 33, Anm.2 und Klein, ,Bemerkung tber Flichen vierter Ordnung®, Math,
Ann. 18 (1881), 160, wo Klein nachweist, dafl man eine Fliche vierter Ordnung konstruieren
kann, welche aus neun getrennten Teilen besteht, von denen emer ringartigen Zusammen-
hang aufweist.

2 Vgl. Brief 56, Anm.2.

? Betrifft die Arbeit [Hi], Bd.2, Nr.16. Vgl. auch Brief 53, Anm. 1.

+ Dieser Brief vom 24.Februar' von Gordan an Klein (Sign.: Klein 9,461) hat folgenden
Inhalt: ... Sié verlangen meine Ansicht iber die Hilbert’sche Arbeit. -

Leider muss ich Thnen sagen, dass ich sehr unzufrieden mit derselben bin. Die Dinge sind
ja sehr wichtig und auch nchng, also darauf geht mein Tadel nicht. Derselbe bezieht sich
vielmehr auf den Beweis seines Fundamentalsatzes, welcher den bescheidensten Anforderun-
gen, welche man an einen mathematischen Beweis macht, nicht entspricht. Es geniigt keines-
wegs, dass sich der Verfasser selbst die'Sache klar macht, sondern man verlangt, dass er den
Beweis nach festen Regeln aufbaut. '

Es handelt sich hier um ein Rekursionsverfahren. Der Schluss von.» auf n'+ 1 ist gerecht-

fertigt. Er darf die Annahme machen, sein Satz gelte bereits fiir »— 1 Variable. Er darf fer-
.ner die Annahme machen, dass der Coefficient von y* konstant ist. Hieraus kann man fol-

gern, dass jede Form G seiner Reihe so geschrieben werden kann:
Ge== gly““ +gy

wo die g von #— 1 Variablen abhangen
Von dieser Stelle an vermisse ich jedes Eintheilungsprinzip. Bei jedem Rekursmnsbewelse
mache ich folgenden Anspruch: Zuvorderst muss eine vollig klare Eintheilung aller Formen

getroffen werden, dann erst darf ich von den einfacheren auf die verwickelteren Formen

schliessen.. Dieser Anspruch wird nicht erfullt; dann ist der Beweis schlecht, Der Fehler liegt
nicht an der Form, dem wiirde sich sonst leicht ab helfen lassen; er liegt aber viel tiefer. Hil-
bert hat e verschmiht seine Gedanken nach formalen Regeln aus einander zu legen; ~r
meint, es geniige, dass niemand seinem Beweise widerspricht, dann wire schon alles in Ord-

nung. Damit kann er Niemanden belehren; nur das kann ich lernen, was mir so klar wird, wie .
die Régeln des Ein mal eins. Ich habe es Ihnen wohl in Leipzig gesagt, dass mir seine Schluss-’

weise nicht zusagt; er verlisst sich aber darauf, dass die Wichtigkeit und Richtigkeit seiner
Sitze ausreicht: Das mag fiir die erste Erfindung gelten aber fur eine ausfihrliche Annalen-
arbeit reicht es nicht aus ...
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